Об экстремумах инверсно-симметричной функции by Лесничевская  , И.А. & Шум , А.А.
УДК 517.1 
 
ОБ ЭКСТРЕМУМАХ ИНВЕРСНО-СИММЕТРИЧНОЙ ФУНКЦИИ 
 
И. А. Лесничевская, А. А. Шум 
 
Рассматриваются действительные функции действительного аргумента, 
определённые в интервале (0;+∞). Взаимно однозначное отображение этого интервала на 
себя, определяемое функцией 1/t, называется инверсией [1]. Кроме того, инверсией 
функции f(t) называется функция f*(t) = f(1/t). Функция f(t) называется инверсно-
симметричной, если f*(t) = f(t). Инверсно-симметричные функции рассматривались в [2]. 
В статье устанавливается свойство экстремумов таких функций, позволяющее усилить 
утверждение, доказанное в работе [2]. 
Лемма.  Пусть инверсно-симметричная функция f(t) дифференцируема, значение t1 
выбрано из интервала (0; + ∞) и t2 = 1/t1, тогда 
а) f′(t1) = 0 тогда и только тогда, когда f′(t2) = 0; 
б) f′(t1) < 0 тогда и только тогда, когда f′(t2) > 0; 
в) f′(t1) > 0 тогда и только тогда, когда f′(t2) < 0. 
Доказательство. Для инверсно-симметричной функции f(t) выполнено 
соотношение f(t) = f(1/t). Дифференцируя обе части этого равенства (и применяя при 
дифференцировании правой части правило дифференцирования сложной функции), 
получаем 
 
  f′(t) = – f′(1/t)/t
2
.                                                            (1) 
 
Поэтому f′(t1) = –f′(t2)/ t1
2, т. е. f′(t2) = –f′(t1) · t1
2. Из последнего равенства вытекают 
все три утверждения леммы. 
Теорема.  Если  точка t1 является критической для дифференцируемой инверсно-
симметричной функции f(t), то точка t2 = 1/t1 также является критической для этой 
функции и при этом: 
а) если в точке t1 функция f(t) имеет минимум, то и в точке t2 она также имеет 
минимум; 
б) если в точке t1 функция f(t) имеет максимум, то и в точке t2 она также имеет 
максимум. 
Доказательство. Если точка t1 является критической для функции f(t), то f′(t1) = 0 и 
в силу утверждения а рассмотренной леммы f′(t2) = 0, т. е. точка t2 также является 
критической для этой функции. Поскольку функция f(t) инверсно-симметрична, то для неё 
выполнено соотношение (1). Дифференцируя обе части этого равенства (при помощи 
правил дифференцирования сложной функции и произведения функций), получим 
f″(t) = (2/t
3) · f′(1/t) + (1/t4) · f′(1/t)  и, следовательно, 
f″(t1) = (2/t1
3
) · f′(1/t1) + (1/t1
4
) ·f″(1/t1) = 8 t2
3·f′(t2) + t2
4·f″(t2). 
 
Пусть в точке t1 функция f(t) имеет экстремум (минимум или максимум), тогда  
f′(t1) = 0 и потому также f′(t2) = 0. Следовательно,  
 
f″(t1) =t2
4·f″(t2). 
 
Из этого равенства следует, что знак второй производной функции f(t) в её 
критических точках t1 и t2 одинаков. Поэтому (в силу второго достаточного признака 
существования экстремума [3] ) экстремумы в этих точках должны быть одноимёнными – 
так, как это и утверждается в пунктах а и б рассматриваемой теоремы. 
Доказанная теорема утверждает, что у инверсно-симметричной функции 
экстремумы также инверсно-симметричны. Это свойство экстремумов позволяет усилить 
результат из работы [2]. В работе [2] было установлено следующее утверждение: 
Если вторая производная инверсно-симметричной функции f(t) в интервале (0;+∞) 
больше нуля, то функция f(t) имеет единственный экстремум, который достигается при t = 
1 и представляет собой минимум. 
Следующее следствие, вытекающее из доказанных в настоящей работе 
утверждений, усиливает этот результат . 
Следствие: 
а) если вторая производная инверсно-симметричной функции f(t) в промежутке 
(0;1] больше нуля, то функция f(t) имеет единственный экстремум, который достигается 
при t = 1 и представляет собой минимум; 
б) если вторая производная инверсно-симметричной функции f(t) в промежутке [1; 
+∞) больше нуля, то функция f(t) имеет единственный экстремум, который достигается 
при t = 1 и представляет собой минимум. 
Доказательство. 
Соотношение f(t) = f(1/t) позволяет определить значения функции f(t) в промежутке 
[1; +∞) через значения этой функции в промежутке (0;1] и наоборот. Поскольку 
суперпозиция двух дифференцируемых функций f(t) и 1/t есть снова дифференцируемая 
функция, то дифференцируемость функции f(t) в одном из этих промежутков влечёт её 
дифференцируемость в другом из них. Существование второй производной функции f(t), 
разумеется, предполагает дифференцируемость этой функции в рассматриваемом 
промежутке. Итак, в обоих случаях а) и  б) можно утверждать, что функция f(t) 
дифференцируема в интервале (0; +∞). 
Таким образом, к функции f(t) применима доказанная выше лемма. Положим  
t1 = 1, тогда и t2 = 1/t1 = 1. Поскольку t1 = t2, то из утверждений леммы сразу следует, что 
f′(t1) = f′(t2) = 0, т. е. f′(1) = 0. Это значит, что точка t =1 является критической для функции 
f(t), причём f″(1) > 0 (точка  t = 1 принадлежит каждому из двух рассматриваемых 
промежутков). Следовательно (в силу второго достаточного признака существования 
экстремума [3] ) в этой точке имеет место минимум. 
Поскольку f″(t) > 0  в одном из двух промежутков, то функция f′(t) возрастает в 
соответствующем интервале, а значит, и сохраняет в этом интервале знак «минус», если 
это промежуток (0;1], и знак «плюс», если это промежуток [1; +∞). В любом случае, в 
соответствующем промежутке f′(t) может равняться нулю только при t = 1, а значит, 
других экстремумов, кроме указанного минимума, в этом промежутке быть не может. Но 
если других экстремумов, кроме минимума при t = 1, не может быть в одном промежутке, 
то в силу доказанной теоремы их не может быть и в другом. Следовательно, других 
экстремумов нет вообще, и следствие доказано. 
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